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RESUMO

As coberturas do tipo paraboloide hiperbolico apresentam grande versatilidade, uma vez que
superam grandes vaos com uma quantidade pequena de material. Devido a sua forma, possuem
ainda forte apelo estético, e permitem a utilizagdao de diferentes materiais, como concreto, ago
e madeira em sua execugdo. A andlise estrutural e o dimensionamento podem ser feitas
seguindo um procedimento analitico em que na cobertura sdo considerados apenas os efeitos
de membrana, ou seja, tensdes tangenciais de tracdo e compressao. No entanto, a disseminagao
de ferramentas numéricas permite a consideragdo de todos os esforcos atuantes na cobertura
quando ela ¢ simulada como casca. O objetivo deste trabalho ¢ avaliar as diferencas nas
consideragdes de um paraboloide hiperbolico limitado por linhas retas como membrana e como
casca. Para isto, foi feita a simulagdo de membrana e sua validacdo a partir da comparacdo com
resultados analiticos. Foi feita ainda a simulacao da mesma cobertura considerando os efeitos
de casca, ou seja, a flexdo, o cisalhamento e a tor¢cdo além das tensdes tangenciais. Foi
observado que a consideragao da casca leva a uma redugao dos esfor¢os nas vigas que sustentam
a cobertura, uma vez que esta passa a contribuir ativamente na absor¢ao destes esforcos. Além
disto, existem regides na cobertura em que ocorrem concentragdes de tensdes que devem ser
consideradas no dimensionamento destas estruturas. De forma geral, pode-se recomendar a
substitui¢do do método analitico da membrana por métodos computacionais que consideram o
comportamento de casca, uma vez que esta abordagem leva a estruturas mais seguras e
econdmicas e atualmente existem diversas ferramentas computacionais para este fim.
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ANALISE VIA ELEMENTOS FINITOS DE UMA COBERTURA DO TIPO PARABOLOIDE
HIPERBOLICO LIMITADO POR LINHAS RETAS

FINITE ELEMENT ANALYSIS OF A HYPERBOLIC PARABOLOID BOUNDED BY
STRAIGHT LINES

ABSTRACT
Hyperbolic paraboloid roofs exhibit great versatility, as they can span large distances using a

relatively small amount of material. Due to their shape, they also have a strong aesthetic appeal
and allow the use of different materials, such as concrete, steel, and wood, in their construction.
Structural analysis and design can be carried out using an analytical procedure in which only
membrane effects are considered in the roof, that is, tangential stresses. However, the
widespread use of numerical tools allows for the consideration of all forces acting on the roof
when it is modeled as a shell. The objective of this work is to evaluate the differences in the
analysis of a hyperbolic paraboloid bounded by straight lines when treated as a membrane and
as a shell. To this end, a membrane simulation was performed and validated through comparison
with analytical results. The same roof was also simulated considering shell effects, that is,
bending, shear, and torsion in addition to tangential stresses. It was observed that considering
shell behavior leads to a reduction in the forces in the beams supporting the roof, since the roof
itself begins to actively contribute to absorbing these forces. Moreover, there are regions in the
roof where stress concentrations occur and must be taken into account in the design of these
structures. In general, replacing the analytical membrane method with computational methods
that consider shell behavior can be recommended, as this approach results in safer and more
economical structures, and there are currently various computational tools available for this

purpose.

Keywords: Hyperbolic Paraboloid; Finite Element Analysis, Membrane, Shell.

1 INTRODUCAO

Paraboloides hiperbdlicos, também chamados de selas, sao superficies infinitas em trés
dimensdes cujas secdes transversais definem parabolas nos cortes verticais e hipérboles nos
cortes horizontais (FIRMO, 2003). A Figura 1 apresenta uma cobertura do tipo paraboloide
hiperbdlico e as parabolas e hipérboles geradas em seus cortes.
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Figura 1 — Paraboloig'es hiperbolicos: (a) Exemplo de cobertura; (b) Secoes.
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Fontes: (a) Archdaily (2026), (b) Rebello (2000).

Segundo Rebello (2000), o comportamento dos paraboloides hiperbdlicos pode ser
entendido como “arcos” a compressao em uma dire¢do e “cabos” a tracao na outra. Os empuxos
dos “arcos e “cabos” sdo transmitidos as bordas como forgas de tragdo e compressdo, como
apresenta a Figura 2.

Figura 2 — Comportamento estrutural dos paraboloides hiperbdlicos.
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Fonte: Adaptado de Rebello (2000).

Segundo Billington (1982), existem trés tipos de paraboloides hiperbodlicos,
apresentados na Figura 3. Independentemente do tipo, eles sdo eficientes em termos

construtivos, uma vez que cortes lineares permitem sua execu¢ao com formas planas ou barras
retas (ISKHAROV e RIBAKOV, 2016).

Figura 3. Tipos de paraboloides hiperbolicos: (a) Paraboloide limitado por linhas retas; (b)
Paraboloide simples; (c¢) Paraboloide eliptico.
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(@) (b) (c)

Fonte: Billington (1982).

As coberturas construidas com a forma de paraboloides hiperbdlicos possuem grande
versatilidade, permitindo o vencimento de grandes vdos com a utilizagdo de quantidades
relativamente pequenas de material, uma vez que possuem espessura reduzida em relagio a sua
largura e ao seu comprimento (ORTEGA E ROBLES, 2003). Estas coberturas podem ser
construidas com a utilizagdo de diferentes materiais estruturais, tais como o concreto, 0 ago ¢
até mesmo a madeira ou o bambu. Além disto, a elegancia de suas formas leva a percepc¢ao de
estruturas que aliam a leveza e a beleza, além de apresentar bom desempenho estrutural
(SPRAGUE, 2013).

No entanto, a avaliagdo de seu comportamento estrutural para fins de andlise e
dimensionamento traz particularidades, devido aos esforcos solicitantes atuantes no
paraboloide hiperbdlico. Em casos extremos, podem ocorrer acidentes como o apresentado na
Figura 4.

Figura 4 — Colapso da Cobertura da Co-Catedral de Coronel Fabriciano.

Fonte: Diério do Ago (2022).

Eventos como este indicam a necessidade de aprofundamento na avaliacdo do
comportamento estrutural dos paraboloides hiperbolicos, bem como da definicdo de
procedimentos para a utilizagdo de recursos computacionais, como o Método dos Elementos
Finitos nesta andlise.

Assim, o objetivo deste trabalho ¢ avaliar, via Método dos Elementos Finitos no
programa comercial SAP2000 (CSI, 2016), uma cobertura em formato paraboloide hiperbdlico
limitado por linhas retas. Nesta avaliagdo, sdo consideradas duas hipoteses: a estrutura se
comportando como membrana e como casca, ¢ sdo feitas avaliagdes do comportamento da
cobertura e de seus elementos de suporte para cada tipo de analise.
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2 REFERENCIAL TEORICO

Cascas s3o elementos estruturais em que uma dimensdo, a espessura, ¢
significativamente menor que as outras duas (largura e comprimento). Nao sdo necessariamente
planas e os carregamentos podem ser tangenciais ou normais a sua superficie (BRASIL, 2020).
As cascas tém, na teoria geral de flexdo, for¢as de membrana, forcas cortantes e momentos
fletores, conforme ¢ representado na Figura 5 (a), em que nx e ny sdo as forgas de membrana,
Vx e Vy sdo as forcas cortantes, mx € my sao os momentos fletores € mxy € myx 0s momentos de
tor¢ao.

Para determinados carregamentos e condi¢des de contorno, pode-se utilizar a Teoria de
Membrana, na qual apenas tensdes tangenciais atuam na casca, ou seja, sao desconsiderados os
efeitos da flexao. Com base na Teoria de Membrana, no elemento de casca mostrado na Figura
5 (b), atuam apenas as forgas N, na direcao dos paralelos e Ny na dire¢do dos meridianos. Essas
forcas t€ém unidades N/m e o carregamento Pn, que ndo necessariamente ¢ normal ao elemento,
em N/m? (BRASIL, 2020).

Figura 5 — (a) Comportamento de casca; (b) Comportamento de membrana.

(a) (b)
Fontes: (a) Fontes (2005); (b) Brasil (2020).

Ao se considerar um paraboloide hiperbdlico se comportando como membrana, as
forcas internas devem ser absorvidas por elementos posicionados em seu perimetro: as vigas de
cumeeira ¢ de borda, nas quais sdo gerados esforcos axiais de compressdo ou de tracdo
(FARSHAD, 1992), conforme apresentado na Figura 6.

Ao se considerar o comportamento de casca, esta passa a absorver os efeitos da flexao.
Assim, estd submetida a momentos fletores e esforg¢os cortantes, e transmite estes esforcos para
as vigas de cumeeira e de borda. Esta consideragdo leva a analises mais complexas, no entanto
a considerac¢do da interagdo entre os diversos componentes da cobertura pode levar 4 economia
nas vigas de borda e de cumeeira (FISCHER, 1968).

Figura 6 — Distribui¢do de forcas em paraboloides hiperbolicos considerados como
membrana.
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Fonte: adaptado de Farshad (1992).

A utilizagdo de métodos numéricos, como o Método dos Elementos Finitos, ¢ uma
ferramenta importante na previsdo do comportamento estrutural e da resisténcia dos
paraboloides hiperbolicos. Para que este objetivo seja atingido, ¢ fundamental a atencdo na
defini¢do das condi¢des de contorno e na vinculagdo entre os diversos componentes da estrutura
(JADIK E BILLINGTON, 1995; KIM, YU E RHA, 2012).

3 METODOLOGIA

Neste trabalho foi analisado numericamente um paraboloide hiperbolico limitado por
linhas retas no programa comercial SAP2000. As dimensdes do modelo e a geometria gerada
sdo apresentados na Figura 7. O material considerado em toda a estrutura foi o concreto armado,
com peso especifico de 25 kN/m?, Médulo de Elasticidade E = 30 GPa e Coeficiente de Poison

n=0,2.

Figura 7 — Paraboloide hiperboélico analisado: (a) Dimensdes; (b) Geometria.

(b)

Fonte: elaboracao propria.
As vigas de borda e de cumeeira foram simuladas como elementos “Frame”, de se¢do
(15 x 20) cm, engastadas entre si. A espessura da cobertura foi considerada igual a 10 cm.
Foram considerados apoios fixos de segundo género, conforme indicado na Figura 7 (b).
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Foi gerada uma malha de elementos finitos quadrilaterais de lado 100 mm, apresentada
na Figura 8. Este nivel de refinamento mostrou-se eficiente computacionalmente, com tempo
médio de processamento igual a 8 segundos, e levou a resultados adequados a partir da
comparagao com resultados analiticos que serdo apresentados posteriormente.

Figura 8 — Malha de Elementos Finitos.
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Fonte: elaboragdo propria.

Em todos os modelos foram aplicados os carregamentos correspondentes ao peso
proprio acrescido do revestimento, por meio de uma carga estatica, vertical e uniformemente
distribuida igual a 3,92 kN/m?, conforme mostra a Figura 9. A analise realizada foi do tipo
linear-elastica.

Figura 9 — Carregamentos aplicados.

0,00, 0,00, -3,92

@

Fonte: elaboragdo propria.

O primeiro modelo considerou a cobertura com o funcionamento de membrana, ou seja,
submetidas apenas a esfor¢os normais, conforme indicado na Figura 5 (b). Assim, a opgdo
“membrane” foi escolhida na definicdo da se¢ao da cobertura. Neste caso, a cobertura transmite
apenas forcas de cisalhamento no plano para as vigas, sendo os momentos fletores e momentos
de tor¢do iguais a zero. Além disto, o cisalhamento fora do plano da cobertura e as forgas
normais no plano da cobertura sdo nulos. Assim, na defini¢cao das bordas da cobertura todos os
graus de liberdade foram liberados, exceto as forcas de cisalhamento no plano da cobertura. Na

7
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definicao das vigas de borda e de cumeeira, foi retirada a constante de tor¢do, uma vez que estes
elementos ndo absorvem estes esfor¢os quando a cobertura se comporta como uma membrana.

A segunda hipotese considerou a cobertura com o comportamento de casca, conforme
indicado na Figura 5 (a). Neste caso a opcao “Shell-thin” foi escolhida na defini¢dao da sec¢do
da cobertura. Como casca, a cobertura transmite esfor¢os axiais, esforcos de cisalhamento,
momento fletor e momento de tor¢ao para a viga (Kim, Yu e Rha, 2012). Por isso, nenhum grau
de liberdade ¢ liberado na defini¢do das bordas da cobertura. As vigas de borda e de cumeeira
absorvem todos os esfor¢cos solicitantes do elemento da cobertura. Assim, nenhuma
propriedade ¢ alterada nestes elementos.

4 ANALISE E DISCUSSAO DOS DADOS
4.1. Cobertura considerada como membrana

Para a avaliagcdo do comportamento do paraboloide hiperbdlico limitado por linhas reta
com comportamento de membrana, foram analisadas as tensdes na cobertura, os esforgos
normais na vigas de borda e de cumeeira e as reacdes de apoio. Estes valores foram comparados

com resultados teéricos (FARSHAD, 1992) para validar o modelo numérico.

Conforme mostra a Figura 10, existe uma uniformidade nas tensdes atuantes na
membrana, predominando tensdes de compressao.

Figura 10. Tensdes na cobertura simulada como membrana (MPa).

Fonte: elaboragdo propria.

A Figura 11 apresenta os esfor¢os normais nas vigas de borda e de cumeeira. Observa-
se que nas vigas de borda os maiores valores ocorrem proximo aos apoios, enquanto na viga de
cumeeira 0s maximos ocorrem no encontro entre elas. Observam-se em todas as vigas esforgos
normais de compressao.

A Figura 12 apresenta as reagdes de apoio no paraboloide hiperbolico. Podem ser
observados elevados empuxos, da ordem de 54,63 kN, o que poderia dificultar a execugao dos
pilares e exigir fundac¢des profundas (NICOLETTI, OLIVEIRA E TEIXEIRA, 2023). A fim de
se evitar isto, podem ser empregados tirantes.

Figura 11. Esfor¢os normais nas vigas (kN): (a) vigas de borda; (b) vigas de cumeeira.
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(@) (b)

Fonte: elaboragdo propria.

Figura 12. Reagoes de apoio (kN).

Fonte: elaboragao propria.

A Tabela 1 apresenta os valores comparativos entre os resultados analiticos e numéricos.
Observa-se, em geral uma boa correlacao entre os valores observados. Isto indica a validagao
do modelo, e a possibilidade da utilizagdo do procedimento adotado. Indica ainda que o modelo
analitico ¢ eficiente na consideracdo do paraboloide hiperbolico se comportando como
Membrana.

Tabela 1 — Comparacdo Entre resultados analiticos € numéricos.

Descrigao Xr?a:(l)i(tlﬁ:o Ilildsﬁrfgr(i)co Variacao (%)
Casca - Tensao de Cisalhamento 0,18 MPa 0,18 MPa -3%
Viga de Cumeeira - Esfor¢o Axial 105,95 kN 108,02 kN -2%
Viga de Borda - Esfor¢o Axial 55,84 kKN 56,68 kKN -2%
Tirante - Forca Horizontal 52,97 kN 54,63 kN -3%
Coluna - Esfor¢o Axial 35,32 kN 36,58 kN -4%

Fonte: elaboragao propria.

4.2. Cobertura considerada como casca
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Para a cobertura simulada como casca, foram avaliados os esforgos normais e momentos
fletores nas vigas de borda e de cumeeira, as reagdes de apoio e as tensdes atuantes na casca.

A Figura 13 apresenta as tensdes atuantes na cobertura. Diferentemente da simulagdo
considerando os efeitos de membrana, ocorre variagao de tensdes, destacando-se uma regiao
com valores médios e também regides com concentragdes, ou picos, de tensdes, que geralmente
ocorrem nas proximidades do apoio.

Figura 13. Tensdes atuantes na cobertura (MPa): (a) Tracdo; (b) Compressao.
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Fonte: elaboragdo propria.

A Figura 14 apresenta os esfor¢os normais na viga de borda e na viga de cumeeira.
Observa-se comportamento similar ao da simulagdo considerando a membrana. No entanto, os
valores observados sdao menores, uma vez que quando sdo considerados os efeitos de casca a
cobertura contribui na absorc¢ao de esforcos, aliviando as solicitagdes nas vigas.

(a) (b)

Fonte: elaboragdo propria.

A Figura 15 apresenta os momentos fletores atuantes nas vigas. Observa-se, nas direcdes
de ambos os eixos, a concentragdo de momentos fletores na regido proxima aos apoios, o que
indica a necessidade de especial atencdo no dimensionamento destas estruturas.

A Figura 16 apresenta as reagdes de apoio, com valores e comportamentos similares aos

obtidos na simulacdo considerando os efeitos de membrana.

Figura 15. Momentos Fletores (kN.m): (a) eixo XX; (b) eixo YY.
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{0.87
(b)

Fonte: elaboragao propria.

Figura 16: Reagdes de apoio (kN)

Fonte: elaboragdo propria.

A Tabela 2 apresenta os valores comparativos entre os resultados dos modelos
Membrana e Casca. Comparando-se os dois modelos, podem-se observar, no modelo Casca,
redugdes nos esforcos nas vigas de borda e de cumeeira. Isto se deve aos efeitos da casca na
absorcdo e distribuicdo de esforcos, que aliviam os elementos adjacentes.

Observa-se ainda que no modelo de casca ocorrem regides de concentracao de tensoes,
inexistentes na membrana, pela incapacidade desta em absorver esforcos de cisalhamento e
flexdo. No entanto, nas regides uniformes da casca, os valores das tensdes médias nas cascas
aproximam-se daqueles obtidos nas membranas.

Este estudo mostra que a consideragdo do paraboloide hiperbolico como membrana
pode ser insuficiente para fins de analise e dimensionamento. Observacao similar foi feita por
Jadik e Billington (1995), o que indica a necessidade da consideracdo dos efeitos de
cisalhamento e flexdo de forma cuidadosa no dimensionamento destas estruturas.
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Tabela 2 — Comparac¢do entre resultados dos modelos de Membrana e Casca.

Descrigao Membrana Casca
Flecha Méxima Viga de Cumeeira - 0,20 mm
Flecha Maxima Viga de Borda - 0,15 mm
Esfor¢co Axial Viga de Cumeeira 108,02 kN 6,03 kN
Esfor¢o Axial Viga de Borda 56,68 kN 39,47 kN
Tirante - For¢a Horizontal 54,63 kN 56,37 kN
Coluna - Esfor¢o Axial 36,58 kN 36,58 kN
Momento Fletor Maximo Viga de Borda - Eixo X-X - -0,32 kN.m
Momento Fletor Maximo Viga de Borda - Eixo Y-Y - 0,87 kN.m
Momento Fletor Maximo Viga de Cumeeira - 0,09 kN.m
Pico de tensoes de tragao 0,18 MPa 0,38 MPa
Tensoes de tragao médias 0,18 MPa 0,12 MPa
Pico de tensdes de compressao -0,18 MPa -1,63 MPa
Tensoes de compressao médias -0,18 MPa -0,54 MPa

Fonte: elaboragao propria.

5 CONCLUSOES E CONSIDERACOES FINAIS

Este estudo avaliou numericamente uma cobertura do tipo paraboloide hiperbodlico.
Foram consideradas coberturas com o comportamento de membrana, em que a mesma
encontra-se sujeita apenas a tensdes tangenciais e também com o comportamento de casca, onde
além das tensoes tangenciais sdo considerados os efeitos do cisalhamento e da flexdo. Ressalta-
se que ¢ comum o emprego de métodos analiticos simplificados considerando o comportamento
de membrana para fins de projeto e dimensionamento.

Foi observado que a consideracao dos efeitos de casca levou a uma melhor distribuigao
e absorc¢do dos esfor¢os, levando a consideravel redugdo de esforg¢os nas vigas, o que indica a
possibilidade de economia nestas estruturas. Além disto, observaram-se regides de
concentragdo de tensdes na cobertura quando sdo considerados os efeitos de casca, com
aumento consideravel em regides proximas aos apoios. O mesmo ocorreu com os momentos
fletores atuantes nas vigas, o que indica a possibilidade de risco estrutural caso estas tensoes e
esforcos nao sejam considerados.

Assim, devido a disponibilidade de ferramentas computacionais que facilitam a analise
da estrutura considerando o comportamento do paraboloide hiperbdlico como casca, o que
representa melhor a interacdo entre os diferentes componentes deste sistema estrutural,
recomenda-se a analise da estrutura por ferramentas numéricas, o que pode levar a projetos
mais econdmicos € seguros.
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